Différentielle du déterminant

Proposition — VX, H € M,, (C), Ddetx[H] = Tr('Com (X) H).

DEMONSTRATION
Comme det est de classe C! sur M,, (C), il suffit de calculer ses dérivées partielles
selon un vecteur quelconque pour connaitre sa différentielle.

Soit H € M,, (C). Soitt € R.
On note \;, 1 < ¢ < n les valeurs propres de H.

n

det(l, +tH) = H(l +M\t) =1 “Z i +o(t) =det(l,) +t-Tr(H) + o(t).

i=1 i=1
Odet

D’ou L,)=Tr(H).
o = (1) = Tr (H)
Ainsi
8det "
VH € M, (C), Ddet;, [H ZZ o5 () hij = > T (Eiy) hiy
i=1 j=1 ” i=1 j=1

= Zn: hi,z’ =Tr (H
=1

Soit X € GL, (C). Soit H € M, (C).
det(X + H) = det(X) det (I, + X 'H)
= det(X) [det(I,) + Ddety, (X"H) + o (|| H]|)]
:det(x>[1+Tr( “H) o ([l H]])]
= det(X) + Tr ("Com (X) H) + o (|| H||)

Donc D dety[H] = Tr ( ‘Com (X) H).
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Soit X € M,, (C).
X est trigonalisable, ¢’est-a-dire qu’il existe P € GL,, (C) et D = diag (A\1,...,\,) €
M,, (C) diagonale telles que

X =pPDP %

Pour tout £ € N*, on pose

1
X, =P (D + Eln) Pt

- 1
Alors Vk € N*, det(X}) = H <>\i + E) # 0 a partir d’un certain kg € N*.

=1

1 _
0r vk > ko, |13 = XJ| < 171 - 1P ] = o

Donc (Xj)x>k, est une suite de GL,, (C) convergeant vers X .

GL, (C) est dense dans M,, (C).

Comme VX € GL, (C), Ddety[H] = Tr('Com (X) H) et det est de classe
C', par continuité de la trace et de la comatrice, on peut prolonger la formule sur
tout M,, (C). O
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