
Différentielle du déterminant

Proposition — ∀X,H ∈Mn (C) , D detX [H] = Tr ( tCom (X)H).

DÉMONSTRATION
Comme det est de classe C1 surMn (C), il suffit de calculer ses dérivées partielles
selon un vecteur quelconque pour connaître sa différentielle.

Soit H ∈Mn (C). Soit t ∈ R.
On note λi, 1 6 i 6 n les valeurs propres de H .

det(In + tH) =
n∏

i=1

(1 + λit) = 1+ t
n∑

i=1

λi + o(t) = det(In) + t · Tr (H) + o(t).

D’où
∂ det

∂H
(In) = Tr (H).

Ainsi

∀H ∈Mn (C) , DdetIn [H] =
n∑

i=1

n∑
j=1

∂ det

∂Ei,j

(In) hi,j =
n∑

i=1

n∑
j=1

Tr (Ei,j) hi,j

=
n∑

i=1

hi,i = Tr (H)

Soit X ∈ GLn (C). Soit H ∈Mn (C).

det(X +H) = det(X) det(In +X−1H)

= det(X)
[
det(In) +DdetIn(X

−1H) + o
(∣∣∣∣∣∣H∣∣∣∣∣∣) ]

= det(X)
[
1 + Tr

(
X−1H

)
+ o

(∣∣∣∣∣∣H∣∣∣∣∣∣) ]
= det(X) + Tr

(
tCom (X)H

)
+ o

(∣∣∣∣∣∣H∣∣∣∣∣∣)
Donc D detX [H] = Tr ( tCom (X)H).
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Soit X ∈Mn (C).
X est trigonalisable, c’est-à-dire qu’il existe P ∈ GLn (C) etD = diag (λ1, . . . , λn) ∈
Mn (C) diagonale telles que

X = PDP−1.

Pour tout k ∈ N∗, on pose

Xk = P

(
D +

1

k
In

)
P−1.

Alors ∀k ∈ N∗, det(Xk) =
n∏

i=1

(
λi +

1

k

)
6= 0 à partir d’un certain k0 ∈ N∗.

Or ∀k > k0,
∣∣∣∣∣∣Xk −X

∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣P ∣∣∣∣∣∣ · 1
k
·
∣∣∣∣∣∣P−1∣∣∣∣∣∣ −→

+∞
0.

Donc (Xk)k>k0 est une suite de GLn (C) convergeant vers X .

GLn (C) est dense dansMn (C).

Comme ∀X ∈ GLn (C) , DdetX [H] = Tr ( tCom (X)H) et det est de classe
C1, par continuité de la trace et de la comatrice, on peut prolonger la formule sur
toutMn (C). �
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